3. Ubung Numerik I

Harald Mika Marcus Rickert
6. Mai 1991
Aufgabe 9
Zu Teil (1)
Es gilt
n—(n+1)
Sndl = Z bintigqi(x)
7=0
-1
= ) buiai(x)
7=0
=0
und

sa(x) = ) buyiqi(x)
7=0
= b, qo()
——
=1
= b,
Zu Teil (2)
Fiir diesen Teil gilt die folgende Definition
sitti= Y bigi(e).
7=0
Beweis von (2) durch vollstandige Induktion tiber n.

Verankerung fiir n = 1

Fir n =1 kann nur gelten: m = 0. Damit folgt:
1-0
sw(@) = ) bopiqi(x)
7=0

1



— bm

= by + 1r1Smq1(T) + respie(x)

weil $p41(2) und $y,42(2) nach Definition keine Summanden mehr enthalten.

Induktionsschritt (n = n + 1)

Gelte die Aussage fiir n. Es folgt dann mit m € {0,...,n — 1} beliebig:

sm () =

m

(n+1)—m
by ()

bm+j%($)> + brntnti—m Gn1-m ()

7=0
50 () 4 b1 Gngr—m ()
by + 7“151?3%4-1(51?) + r23%+2(:1;) + bpt1@rg1—m ()

n—(m4+1) n—{m+2)
by, + 11 b1 +7qi(x) | + 12 b(mt2)+i45 (%) | +
j=0 J=0
b1 (r12Gn—m(T) + 2¢0—m-1(2))
n—(rn+1)
b + 1% | bt 4 ((nt1) = (m41)) L(nt 1)~ (mt1) + Z bp1+jqi(2) | +
=0
n—(m+2)
472 | Brtrt () —(ma2) Ut ) =(mr2) T D b @i(2)
=0
(n+1)—(m+1) (n+1)—(m+2)
b + 117 Z bp1+jqi(2) | + 12 Z bint2+;4;()
j=0 J=0

b,, + 7“1:1;3%":'_11(:1;) + 7“23%"':'_12(:1;)

Also gilt die Aussage auch fiir n + 1.

Zu Teil (3)

Beweis von (3) durch volstdndige Induktion tiber j.

Verankerung fiir j =0



Induktionsschritt j — 7 + 1
Gelte die Aussage fiir j. Es folgt:

piv1(x) = riap;(x) + ropj_1(x)

Ind Vor. ra(q;(x) + rorgi—1(x)) + ro(qj—1(x) + rorqj—a(x))

= riaqi(x) + rogj—1 (@) + rox(rixqi—1 + r2qj—2)
= qi+1 T T0g;

Also gilt die Aussage fiir j + 1.

Zu Teil (4)
Fiir diesen Teil gilt die Definition

3

Beweis von (4) durch vollstandige Induktion tiber n.

Verankerung fiir n =0

pPlle) = Z bip;(x)

= bopo(x)
— by
= (Z bo+qu‘(l‘)> + rox (Z bo+qu‘(l‘)>

=0
= So(x)+ roxsi(x)
Induktionsschritt n = n + 1
Gelte die Aussage fiir n. Es folgt:

n+1

Pt (x) = Z bipy(x)

= (i bjpj(l‘)> + bpy1pnta(z)

= P (x) 4 bry1poyi(2)

Ind.Vor. n
NAYOT (@) 4+ rowsi () + busposa (@)



n n—1
= D bigi(x) ) + o [ > bl+j61j($)> + bot1(gntr () + roxga(z))
7=0 7=0

n+1 n
= > bigi(a) | +rox | Y blﬂf]j(l‘))
7=0 7=0
nt1 n+1
- > bigila) | +roe (Z blﬂf]j(l‘)) — bog_1(z)

= Zn—l— 1bj((]j($)‘|‘TO$Qj—1(x))

n+1

= Z bjp;
=0

Also gilt die Aussage auch fiir n + 1.

Aufgabe 10*

Die Aufgabe wird durch vollsténdige Induktion iiber n bewiesen.

Verankerung fiir n =1

Fiir n = 1 ergibt sich der Vektorraum V; := spann{e*’} mit dimV = 1. Sei nun
v € Vi beliebig mit v # 0 und v = (ay). Es folgt:

v hat Nullstelle <= a1e™! = 0

Da laut Voraussetzung a; # 0 und die Exponentialfunktion keine reelle Nullstelle hat,
besitzt demnach auch v keine Nullstelle, und damit héchstens n — 1 = 0 viele.

Induktionsschritt n =— n + 1

Gelte die Aussage nun fiir n und sei der Vektorraum V, 4, := spann{e™!, ...  e'n+it}
mit paarweise verschiedenen A; gegeben. Ferner sei v,41 € V41 beliebig mit v =
(¢1,...,Cpq1) und v # 0. Es ist zu zeigen, dafl v und damit der Term

n+1

Z cjeAit

j=1

hochstens n Nullstellen hat. Da die Exponentialfunktion keine Nullstellen hat, kann
folgendermaflen umgeformt werden:

n n+1
E cje/\,'t — e/\lt cl + E cje(AJ_Al)t
i=1 i=2




Die Funktion f(¢) besitzt die Ableitung

n+1
f/(t) _ ch()\j _ )\l)e(/\g—h)t7
7=2
die einen Vektor vk € V* darstellt mit V* := spann{et=2)t (=241 ynd
v = (ca(Aa— A1), . ooy a1 (A1 — A1), Dagilt dimV = n, hat laut Induktionsvoraus-
setzung f'(t) hochstens n — 1 Nullstellen. Seien nun zg,,...,xg,_, diese hochstens

n — 1 Nullstellen (0.B.d.A wird angenommen, daf} die maximale Anzahl von Nullstel-
len vorliegt, diese alle paarweise verschieden und schon aufsteigend sortiert sind). Sie
teilen die reellen Zahlen in n disjunkte Intervalle /; mit

| —oo,ap| firj=1
I; =2 [vg;,o0] firj=n—1
[xg,_,,xg,[ sonst

in denen die Funktion f jeweils monoton verlauft. Wegen der Stetigkeit kann sie in
jedem [; héchstens einmal den Wert —c¢; annehmen, d.h. die Funktion ¢ hat héchstens
n Nullstellen. Da aber wie schon oben erwihnt der Term e keine Nullstellen hat,
besitzt demnach v, 11 hochstens n Nullstellen. Also gilt die Aussage auch fiir n + 1.

Aufgabe 11

Lésung durch Hermite—Interpolation:

Tabelle 1  Hermite-Schema

s y[Zj]
0 5
3
0 5 -2
1 -1
1 6 -3 2
-2 1
1 6 -2
-2
1 6

Es ergibt sich das Polynom
plz) = 5+3(x—0)—2(x—0)"—(z—0)*x —1)+2(z — 0)*(z — 1)?

= 543 —22% — 2%+ 2% 4+ 22 — 423 4+ 222
= 2 52 4+ 22 +3x+5



